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摘要 设 M 为 n 维复流形, F 为 M 上的强拟凸的复 Finsler 度量, M 是 M 的 m维复
子流形, F 是 F 在M上诱导的复 Finsler度量, D 为 (M,F )上的复 Rund联络. 本文证明
了 (1) (M,F)上的诱导复线性联络 ∇的全纯曲率与 (M,F)上的复 Rund联络 ∇∗ 的全纯
曲率相同; (2) 联络 ∇∗ 的全纯曲率不超过联络 D 的全纯曲率; (3) (M,F) 是 (M,F ) 的全
测地复 Finsler 子流形的充分必要条件是 (M,F) 的第 2 基本形式 B(·, ·) 的适当形式的缩
并为零, 即 B(χ, ι) = 0. 本文的证明主要利用复 Finsler 子流形 (M,F) 的 Gauss, Codazzi
和 Ricci 方程.
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1 引言
设 M 为 n 维复流形, F 为 M 上的强拟凸的复 Finsler 度量, M 是 M 的 m 维复子流
形, F 是 F 在 M 上的诱导复 Finsler 度量. 设 D 为 (M,F ) 上的复 Finsler 联络, 记 D 在
(M,F) 上的诱导复线性联络为 ∇, (M,F) 上的复 Finsler 联络为 ∇∗. 一个自然的问题是联
络 ∇,∇∗ 和 D, 这三者的全纯曲率有何关系? 与熟知的 Kähler 流形的复子流形相比 [1], 在
复 Finsler 情形, 这个问题似乎更为微妙些. 因为在复 Finsler 情形, 联络的选取并不唯一. 例
如常用的复 Finsler 联络有 Chern-Finsler 联络 [2]、复 Rund 联络 [3] 和复 Berwald 联络 [4].
最近, 在 (M,F ) 上的复 Finsler 联络为 Chern-Finsler 联络的情形, 文献 [5, 6] 分别得到了复
Finsler 子流形 (M,F) 的 Gauss、Codazzi和 Ricci 方程, 而在 (M,F ) 上的复 Finsler 联络为
复 Berwald 的情形, 文献 [7] 也得到了复 Finsler 子流形 (M,F) 的 Gauss 方程、Codazzi 方
程和 Ricci 方程. 众所周知, Chern-Finsler 联络既是水平度量相容的, 又是垂直度量相容的,
而复 Berwald 联络在通常情形下既不是水平度量相容的, 也不是垂直度量相容的. 最近文献
[8, 9] 研究了复 Rund 联络, 它仅是水平度量相容的. 然而, 复 Finsler 张量场关于复 Rund 联
络求垂直共变导数非常简单, 这使得许多局部计算大大简化.
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本文目的是在 (M,F ) 上的复 Finsler 联络为复 Rund 联络的情形, 研究复 Finsler 子流
形 (M,F) 的全纯曲率问题.
为叙述我们的结果, 以下假定 D 为 (M,F ) 上的复 Rund 联络, ∇ 为 D 在 (M,F) 上
诱导的复线性联络, ∇∗ 为 (M,F) 上的复 Rund 联络. 设 T 1,0M̃ 为 M 的全纯切丛, η 为
T 1,0M 的非零向量. 记 K(η),K∗(η) 和 K(η) 分别为复线性联络 ∇,∇∗ 和 D 在 η ∈ T 1,0M
的全纯曲率. 我们证明了以下定理：
定理 1.1 设 (M,F ) 为强拟凸的复 Finsler 流形, (M,F) 为 (M,F ) 的复 Finsler 子流
形, 则诱导联络 ∇ 的全纯曲率 K(η) 与复 Rund 联络 ∇∗ 的全纯曲率 K∗(η) 相同, 即
K(η) = K∗(η).
在 (M,F ) 的度量 F 为 Kähler 度量时, 定理 1.1 是熟知的事实. 因为在这种情形下, 诱
导联络 ∇ 与内蕴联络 ∇∗ 相同, 且均为 Levi-Civita 联络. 然而与文献 [5, 6] 不同, 在 (M,F )
上的复 Finsler 联络为复 Rund 联络 D 时, D 在 (M,F) 上的诱导复线性联络 ∇ 与 (M,F)
上的复 Rund 联络 ∇∗ 并不相同. 定理 1.1 表明尽管 ∇ 与 ∇∗ 不同, 但 ∇ 的全纯曲率与 ∇∗
的全纯曲率相同.
定理 1.2 设 (M,F ) 为强拟凸的复 Finsler 流形, (M,F) 为 (M,F ) 的复 Finsler 子流
形, 则 ∇∗ 的全纯曲率 K∗(η) 与 D 的全纯曲率 K(η) 满足
K(η) = K∗(η) + |B(χ, ι)|2.
注 1.3 本文对复 Finsler 度量的全纯曲率的定义表达式 (参见定义 3.11)与文献 [2, 5]
中的定义表达式稍有不同. 但就 (M,F ) 而言, 在这两种定义下的全纯曲率在数量上相同. 采
用本文定义的全纯曲率的优点是可以得到 K∗(η) 与 K(η) 的一个简洁关系式, 并由此关系式
可推知全纯曲率K∗(η)  K(η). 这个结果推广了Kähler流形的复子流形上的经典结果 [1]. 文
献 [10]运用法坐标系也证明了复 Finsler子流形的全纯曲率的递减性质,亦即 K∗(η)  K(η),
但本文的方法与其不同, 我们是通过建立复 Finsler 子流形 (M,F) 的基本公式来证明的.
定理 1.4 具有常全纯曲率 c 的复 Finsler 空间形式 M(c) 的任意复 Finsler 子流形
(M,F) 是全测地子流形的充分必要条件是 (M,F) 是常全纯曲率为 c 的复 Finsler 子流形,
亦即
B(χ, ι) = 0.
注意, 在 Kähler 流形的情形, 常全纯曲率为 c 的复空间形式 M(c) 的复子流形M 是全
测地复子流形的充分必要条件是 M具有常全纯曲率 c,亦即M的第 2基本形式 B(·, ·) ≡ 0.
然而定理 1.4 表明, 在复 Finsler 情形, 从几何观点来看, 复 Finsler 子流形 (M,F) 的全测地
性只与 (M,F) 的第 2 基本形式 B(·, ·) 的适当形式的缩并有关.
定理 1.5 设 (M,F ) 为强拟凸的复 Finsler 流形, (M,F) 为 (M,F ) 的复 Finsler 子流
形, 则





定理 1.5 是在文献 [2] 中给出的全纯曲率意义下, (M,F ) 上的复 Rund 联络 D 的全纯
曲率与 (M,F) 上的复 Rund 联络 ∇∗ 的全纯曲率之间的关系式. 在这种全纯曲率意义下,
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Munteanu[5] 就 (M,F ) 上的复 Finsler 联络为 Chern-Finsler 联络的情形也得到了一个类似
的表达式.
2 预备知识
设 M 为 n 维复流形, z = (z1, . . . , zn) 为 M 上的局部全纯坐标, 则 M 上的全纯向量 v
可表示为 v = vα ∂∂zα ,于是可用 (z, v) = (z
1, . . . , zn, v1, . . . , vn)作为 M 的全纯切丛 T 1,0M 的
局部全纯坐标.
设 f : M →M 为 m维复流形M到M 的全纯浸入. 若 w = (w1, . . . , wm)为M的局部
全纯坐标,则M上的全纯向量 η可表示为 η = ηi ∂∂wi ,于是可取 (w, η) = (w1, . . . , wm, η1, . . . ,
ηm) 作为M 的全纯切丛 T 1,0M 的局部全纯坐标.
除非另有说明, 本文假定指标的取值范围为:
1  α, β, γ, μ, σ, τ, . . .  n; 1  i, j, k, l, s, . . .  m; m+ 1  a, b, c, d, . . .  n,



























设 M 具有一个强拟凸的复 Finsler 度量 F , 即实值函数 F : T 1,0M → [0,+∞) 满足 (参
见文献 [2])
(1) F 2 在 M̃ = T 1,0M/{0}上光滑;
(2) F (z, v) > 0 对所有 (z, v) ∈ M̃ 成立;




在 M̃ 上正定. 以下记 (g̃β̄γ) 为 (g̃αβ̄) 的逆矩阵, 即 g̃β̄γ g̃αβ̄ = δγα.
局部地, 全纯浸入 f : M →M 可表示为全纯方程组




= m, α = 1, . . . , n.
从而切映射 (f∗)w : T 1,0w M → T 1,0f(w)M 是单射,于是局部地可设M为 M 的全纯嵌入子流形.
M 上的强拟凸的复 Finsler 度量 F 在M 上诱导出一个强拟凸的复 Finsler 度量 F , 即
F(w, η) := F (z(w), (f∗)wη).
F 的基本张量为








∂wi , 且 B
β̄
j̄
为 Bβj 的共轭. 以下视 η ∈ T 1,0M 与 f∗η 为恒同, 并记 (gj̄k) 为 (gij̄)
的逆矩阵.
称 (M,F) 为复 Finsler 流形 (M,F ) 的复 Finsler 子流形. 由于 (M,F ) 上的联络为复
Rund 联络 D, 于是 (M,F) 上有两种联络, 即内蕴复 Rund 联络 ∇∗ 和诱导的复线性联络
∇, 前者完全由M 上的复 Finsler 度量 F 确定, 而后者是由 D 在 (M,F)上诱导出来的. 在
901
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(M,F ) 上的复 Finsler 联络为 Chern-Finsler 联络时, Munteanu 在文献 [4] 中证明了 (M,F)





, Bα0j = η
iBαij .
显然有
∂i = Bαi ∂α +B
α
0i∂̇α, ∂̇i = B
α
i ∂̇α, (2.2)
dzα = Bαi dw
i, dvα = Bαj dη
j +Bα0jdw
j . (2.3)
由 F 的强拟凸性, F 的基本张量 g̃αβ̄ 在 T 1,0M̃ 的全纯垂直子丛 V(M̃)上自然诱导出一
个 Hermitian度量,记为 g̃. 利用 Hermitian度量 g̃,作者与钟同德在文献 [11, 12]中定义了复
Finsler 流形上的复水平 Laplacian 算子. 记 V(M̃∗) 为 V(M̃) 在 M̃ 上的限制, 则由 (2.2) 式
中的第 2 个等式可得包含关系:
V(M̃) ⊂ V(M̃∗) ⊂ V(M̃).
显然, gij̄ = g̃(∂̇i, ∂̇j).记 g为 g̃在全纯子丛 V(M̃)上诱导的 Hermitian度量. 本文采用 V(M̃∗)
的局部标架场 {∂̇i = Bαi ∂̇α, Ba = Bαa ∂̇α}, 满足




ā = 0, (2.4)








a )为 V(M̃∗)的自然基底 {∂̇α}到基底 {∂̇i, Ba}的转移矩阵,并记 (BiαBaα)为 (Bαi Bαa )
的逆矩阵, 则有
BiαBαj = δij , BiαBαa = 0, BaαBαi = 0, BaαBαb = δab , Bαi Biβ +BαaBaβ = δαβ . (2.6)
将 (2.1) 式与 Biγ 缩并且利用 (2.6) 式, 得
gij̄Biγ = g̃γβ̄Bβ̄j̄ , (2.7)
亦即
g̃β̄γBiγ = gj̄iBβ̄j̄ . (2.8)
将 (2.8) 与 Bk̄
β̄
缩并且利用 (2.6) 中的第 1 个等式, 得
g̃β̄γBiγBk̄β̄ = gk̄i. (2.9)
将 (2.8) 与 Bā
β̄
缩并且利用 (2.6) 中的第 3 个等式, 得
g̃β̄γBiγBāβ̄ = 0. (2.10)
将 (2.2) 中的第 2 个等式与 Biγ 缩并且利用 (2.6), 得
∂̇σ = Biσ∂̇i + BaσBa. (2.11)
为研究复 Finsler 流形的几何, 需要引入复非线性联络. 然而对一个给定的强拟凸的复
Finsler 流形 (M,F ), 其上有个自然的复非线性联络, 它的联络系数 Nβα 完全由 F 给出, 即
Nβα := g̃
τ̄β(∂α∂̇τ̄F 2). (2.12)
利用复非线性联络系数 Nβα , 可定义 M̃ 上的向量场
δα = ∂α −Nβα ∂̇β , δvα = dvα +Nαβ dzβ .
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这些向量场在 M̃ 上的局部坐标变换下的变换规律与 M 上的向量场的变换规律相同. 设
H(M̃) 为 M 的复水平丛, 它的基底为 {δα}, 此时全纯切丛 T 1,0M̃ 有光滑的直和分解
T 1,0M̃ = H(M̃) ⊕ V(M̃).
记 h̃, ṽ 为 T 1,0M̃ 中的向量关于以上分解式的水平投影和垂直投影.
为对 M̃ 上的向量场进行微分, 我们需要一个复 Finsler 联络, 即复垂直丛 V(M̃) 上的一










βμ) 完全刻画, 其中 N
α
μ
由 (2.12) 式给出, 且 Γαβ;μ = g̃
τ̄αδμ(g̃βτ̄ ),Γαβμ ≡ 0. 复 Rund 联络的水平联络系数 Γαβ;μ 满足
(参见文献 [2, pp. 88–89])





β = Nαμ . (2.13)
容易验证, 联络形式 ωαβ = Γ
α
β;μdz
μ 是在文献 [2] 意义下 V(M̃) 上的好的复垂直联络
D : X (V(M̃)) → X (T ∗
C
M̃ ⊗V(M̃)). 这个联络称为 (M,F )的复 Rund联络. 最近文献 [8, 9]对
这个联络进行了研究. 由于复 Rund 联络的水平联络系数与 Chern-Finsler 联络的水平联络
系数完全相同 [2], 从而 M̃ 上的张量关于复 Rund 联络的水平共变微分和关于 Chern-Finsler
联络的水平共变微分完全相同. 因而复 Rund 联络是水平度量相容的, 但通常情形下它并不
是垂直度量相容的. 由于复 Rund 联络的垂直联络系数恒为零, 于是张量关于复 Rund 联络
的垂直共变导数其实就是张量关于方向变量 vα 求偏导数. 因此复 Rund 联络是垂直度量相
容的充分必要条件是 ∂̇γ(g̃αβ̄) = 0, 即 F 来自 M 上的某个 Hermitian 度量.
设 Q̃ : X (T 1,0M̃) → X (T 1,0M̃)是与 H(M̃)相联系的近积结构,即 ∀X = Xαδα +Ẋα∂̇α ∈
X (T 1,0M̃),
Q̃(X) = Ẋαδα +Xα∂̇α.
利用 Q̃ 可得一个定义在整个全纯向量丛 T 1,0M̃ 上的 Hermitian 度量 g̃, 这只需定义
g̃(X,Y ) := g̃(ṽX, ṽY ) + g̃(Q̃h̃X, Q̃h̃Y ).
从而有复线性联络 D : X (T 1,0M̃) → X (T ∗
C
M̃ ⊗ T 1,0M̃), 即
DXY := DX ṽY + Q̃(DXQ̃h̃Y ), ∀X ∈ TCM̃, Y ∈ X (T 1,0M̃). (2.14)
容易验证
Dδα ∂̇β = Γ
γ
β;α∂̇γ , Dδᾱ ∂̇β = 0, D∂̇α ∂̇β = 0, D∂̇ᾱ ∂̇β = 0. (2.15)
显然, 由于复 Rund 联络 D 的垂直联络系数为零, 从而使局部计算大大简化. 通过复线性扩
充则可得复化的向量丛 X (TCM̃) 上的复线性联络 D : X (TCM̃) → X (TCM̃), 即有
DXY := DXY , ∀X,Y ∈ X (T 1,0M̃). (2.16)
以下仍把 T 1,0M̃ 上的复线性联络和 TCM̃ 上的复线性联络称为复 Rund 联络, 也用 D 表示.
设 T̃ 和 R̃ 分别为 D 的挠率和曲率张量, 即
T̃ (X,Y ) = DXY −DYX − [X,Y ], (2.17)
R̃(X,Y )Z = DXDY Z −DYDXZ −D[X,Y ]Z. (2.18)
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为得到 (2.17) 和 (2.18) 的局部表达式, 需要借助以下 Lie 括号 (参见文献 [2, p. 89, 引理
2.3.3]),
[δμ, δν ] = 0, [δμ, ∂̇α] = Γσα;μ∂̇σ, [∂̇α, ∂̇β] = 0, (2.19)
[δμ, δν̄ ] = δν̄(Nσμ )∂̇σ − δμ(N τ̄ν̄ )∂̇τ̄ , [δμ, ∂̇ᾱ] = ∂̇ᾱ(Nσμ )∂̇σ, [∂̇α, ∂̇β̄ ] = 0, (2.20)
这里 N τ̄ν̄ 为 N
τ
μ 的共轭.
经直接计算并利用 (2.15) 和 (2.19)–(2.20),可得
性质 2.1 设 T̃ 为复 Rund 联络 D 的挠率张量场, 则 T̃ 的非零分量为
T̃ (δα, δβ) = T
γ
;βαδγ , T̃ (δα, δβ̄) = Ṫ
γ
;β̄α
∂̇γ − Ṫ γ;ᾱβ∂̇γ̄ , T̃ (δα, ∂̇β̄) = Ṫ γβ̄;α∂̇γ ,
其中
T γ;βα = Γ
γ




且 Ṫ γ;ᾱβ 为 Ṫ
γ
;ᾱβ 的共轭.
由于复 Rund 联络 D 与取共轭运算可交换, 其它情形的分量均可通过取共轭或者利用
T̃ 的反对称性质 T̃ (X,Y ) = −T̃ (Y,X) 而得到.
性质 2.2 设 R̃ 为复 Rund 联络 D 的曲率张量场, 则 R̃ 的非零分量为
R̃(δα, ∂̇β)∂̇γ = R̃σγβ;α∂̇σ, R̃(δα, δβ̄)∂̇γ = R̃
σ




R̃σγβ;α = −∂̇β(Γσγ;α), R̃σγ;αβ̄ = −δβ̄(Γσγ;α), R̃σγβ̄;α = −∂̇β̄(Γσγ;α).
证明 利用 (2.14)–(2.15)以及 (2.19) 中的第 1 式, 可得




γ;β) − δβ(Γσγ;α) + Γμγ;βΓσμ;α − Γμγ;αΓσμ;β . (2.23)
由 (2.23)式给出的曲率 R̃σγ;αβ 分量称为复 Rund 联络的第二曲率张量, Rund 首次在文献 [3]
中证明了它恒为零. 利用 (2.14)–(2.15)及 (2.20),容易验证 (2.22)中的第 2式和第 3式成立.
证毕.
文献 [3] 是利用古典的张量分析的方法推导复 Rund 联络的曲率, 关于复 Rund 联络也
可参见文献 [9].
值得注意的是,通过取共轭 R̃(X,Y )Z := R̃(X,Y )Z 或利用 R̃的反对称性质 R̃(X,Y )Z =
−R̃(Y,X)Z, R̃ 的任何非零分量均可转化为 (2.22) 式中的情形之一.
3 诱导联络和内蕴联络
由于 (M,F ) 为强拟凸的复 Finsler 流形, 显然 (M,F) 为强拟凸的复 Finsler 子流形, 于
是 (M,F) 上有相应的复非线性联络系数 N ik, 它由 F 完全确定, 即
N ik = gj̄i(∂k∂̇j̄F2).
此外, (M,F) 的复 Rund 联络 ∇∗ 的水平联络系数 F ij;k 也满足一个与 (2.13)式相同的性质,




aBiν , Hai = Baα(Bα0i +Nαβ Bβi ).
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它们均是定义在 M̃ 上的混合张量.
定理 3.1 设 (M,F ) 为强拟凸的复 Finsler 流形, (M,F) 为 (M,F ) 的复 Finsler 子流
形, 则 (M,F) 的复 Rund 联络 ∇∗ 由三元组 (N ik,F ij;k, 0) 给出, 这里
N ik = Biα(Bα0k +BβkNαβ ), F ij;k = Biα(Bαjk +Bγj Bβk Γαγ;β) + giajHak . (3.1)
证明 事实上, 由于局部地 w → z(w) 是M 到 M 的全纯映射,
∂k∂̇j̄F2 = Bν̄j̄ [∂μ∂̇ν̄(g̃)Bμk + g̃μν̄Bμ0k].
从而由 (2.9)–(2.10)及 (2.6) 式, 可得
N ik = gj̄i(∂k∂̇j̄F2) = Biα(BμkNαμ +Bα0k).
故
F ij;k = ∂̇j(N ik) = ∂̇j(Biα)(Bα0k +BβkNαβ ) + Biα(Bαjk +Bγj Bβk Γαγ;β).
又由 (2.7) 式可得 Biα = g̃αβ̄Bβ̄l̄ g l̄i, 于是








) = 0, ∂̇j(g l̄i) = −gr̄ig l̄k∂̇j(gkr̄).
由 (2.6)–(2.7) 及 (2.9)–(2.10)式, 又可得
∂̇j(Biα) =∂̇γ(g̃αβ̄)g̃β̄νBγj Biν − gr̄i∂̇j(gkr̄)Bkα
=∂̇γ(g̃αβ̄)g̃
β̄νBγj Biν − [∂̇γ(g̃αβ̄)g̃β̄νBγj Biν − ∂̇γ(g̃μβ̄)g̃β̄νBγj BμaBiνBaα]
=g ia jBaα.
因此
Fkj;k = g ia jBaα(Bα0k +BβkNαβ ) + Biα(Bαjk +Bγj Bβk Γαγ;β) = g ia jHak + Biα(Bαjk + Bγj Bβk Γαγ;β),
这就完成了定理的证明.
记
δj = ∂j −N ij ∂̇i, δηi = dηi + N ijdwj ,
这里 N ij 由 (3.1) 式给出. 利用 (2.2) 和 (2.6), 得
δi = Bαi δα +H
a
i Ba, δη
i = Biαδvα. (3.2)
由于 V(M̃∗) = V(M̃) ⊕X (V(M̃)⊥), 因此可记
DXY = ∇XY +B(X,Y ), ∀X ∈ X (TCM̃), Y ∈ X (V(M̃)), (3.3)
这里 ∇XY ∈ X (V(M̃)) 且 B(X,Y ) ∈ X (V(M̃)⊥). 容易验证 ∇ 是全纯向量丛 V(M̃) 上的
复线性联络, 且 B : X (TCM̃) × X (V(M̃)) → X (V(M̃)⊥) 是 C∞(M̃) 双线性形式. ∇ 称为
(M,F ) 在 (M,F) 上的诱导复线性联络.
方程 (3.3) 称为 Gauss 公式, B(·, ·) 称为 (M,F) 的第 2 基本形式.
类似可记
DXV = −AVX + ∇⊥XV, ∀X ∈ X (TCM̃), V ∈ X (V(M̃)⊥), (3.4)
这里 AV X ∈ X (V(M̃)) 且 ∇⊥XV ∈ X (V(M̃)⊥). 容易验证 ∇⊥ 是复向量丛 X (V(M̃)⊥) 上的
复线性联络且
A : X (TCM̃) ×X (V(M̃)⊥) → X (V(M̃)), A(X,V ) =: AV X
905
钟春平: 复 Finsler子流形的全纯曲率
是 C∞(M̃) 双线性形式. AV 称为 (M,F) 关于法截面 V 的 Weingarten 基本张量, ∇⊥ 称为
(M,F) 关于复 Rund 联络 D 的法 Finsler 联络. 方程 (3.4) 称为 Weingarten 公式.
设 h 和 v 是与分解式 T 1,0M̃ = H(M̃) ⊕ V(M̃) 相联系的水平投影和垂直投影算子, Q
是与 H(M̃) 相联系的近积结构. 则复线性联络 ∇ 可扩充为复线性联络 ∇ : X (T 1,0M̃) →
X (T ∗
C
M̃ ⊗ T 1,0M̃), 这只需定义
∇XY = ∇XvY +Q(∇XQhY ), ∀ X ∈ X (TCM̃), Y ∈ X (T 1,0M̃). (3.5)
现定义
B(X,hY ) := B(X,QhY ), ∀X ∈ X (TCM̃), Y ∈ X (T 1,0M̃). (3.6)
注意到通过取共轭, (3.5) 和 (3.6) 式可扩充到对任意 Y ∈ X (T 0,1M̃) 也成立.
由
D∂̇k ∂̇j = Dδk̄ ∂̇j = D∂̇k̄ ∂̇j = 0,
可得
∇∂̇k ∂̇j = ∇δk̄ ∂̇j = ∇∂̇k̄ ∂̇j = 0, B(∂̇k, ∂̇j) = B(δk̄, ∂̇j) = B(∂̇k̄, ∂̇j) = 0.
记
Dδk ∂̇j = ∇δk ∂̇j +B(δk, ∂̇j)Ba = Fij;k∂̇i + Baj;kBa.
性质 3.2 设 (M,F )为强拟凸复 Finsler流形,其上的联络为复 Rund联络 (Nαμ ,Γαβ;μ, 0)
且 (M,F) 为 (M,F ) 的复 Finsler 子流形, 则
Fij;k = Biγ(Bγjk +Bαj Bβk Γγα;β), Baj;k = Baγ(Bγjk +Bαj Bβk Γγα;β). (3.7)
证明 事实上, 利用 (2.2), (3.2) 和 (2.15), 有



















利用 (2.11) 且关于 V(M̃) 和 V(M̃)⊥ 取相应的分量, 可得 (3.7). 证毕.
设 T ∗, R∗ 分别为复 Rund 联络 ∇∗ 的挠率张量和曲率张量场, T , R 分别为诱导的复线
性联络 ∇ 的挠率张量和曲率张量场.
显然, M̃ 上的张量场关于 ∇∗ 和 ∇ 的垂直共变导数相同, 然而它们关于 ∇∗ 和 ∇ 的水
平共变导数却未必相同, 确切地讲, 我们有
∇∗XZ = ∇XZ + S(X,Z), ∀X ∈ X (TCM̃), Z ∈ X (V(M̃)), (3.8)
其中 S 是 M̃ 上的一个 (1, 2) 型张量场.
局部地, 我们有
S(δk, ∂̇j) = g ka jH
a
i ∂̇i, S(δk̄, ∂̇j) = S(∂̇k, ∂̇j) = S(∂̇k̄, ∂̇j) = 0. (3.9)
设 X ∈ X (TCM̃), Y ∈ X (T 1,0M̃), 定义
S(X,Y ) := S(X, vY ) +Q(S(X,QhY )), S(X,Y ) := S(X,Y ).
容易验证
∇∗XY = ∇XY + S(X, vY ) +Q(S(X,QhY )), ∇∗XY = ∇XY,
对所有 X,Y ∈ X (T 1,0M̃) 成立.
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性质 3.3 (M,F) 上的诱导复线性联络 ∇ 与 (M,F) 的复 Rund 联络 ∇∗ 相同的充分
必要条件是 S = 0, 即当且仅当 g ia jH
a
k = 0, ∀i, j, k = 1, . . . ,m.
为得到 X (V(M̃)⊥) 上的联络 ∇⊥ 的局部表示, 记
DδkBa = −A ia;k∂̇i + F ba;kBb, Dδk̄Ba = −A ia;k̄∂̇i + F ba;k̄Bb, (3.10)





则可得性质 3.4, 其证明与文献 [6] 中的定理 3.5 类似.
性质 3.4 设 (M,F )为强拟凸得复 Finsler流形, D 为 (M,F )的复 Rund联络, (M,F)
为 (M,F ) 的复 Finsler 子流形, 则形状算子 A 的系数与联络 ∇⊥ 的联络系数满足
A ia;k = −Biγ [δk(Bγa ) +BαaBβk Γγα;β], A ia;k̄ = −Biγδk̄(Bγa ),
A iak = −Biγ ∂̇k(Bγa ), A iak̄ = −Biγ ∂̇k̄(Bγa ),
F ba;k = Bbγ [δk(Bγa ) +BαaBβk Γγα;β ], F ba;k̄ = Bbγδk̄(Bγa ),
F bak = Bbγ ∂̇k(Bγa ), F bak̄ = Bbγ ∂̇k̄(Bγa ).
下面我们研究诱导的复线性联络 ∇的挠率张量场 T 与内蕴复 Rund联络 ∇∗ 的挠率张
量场 T ∗, 然后比较 T 和 T̃ .
定理 3.5 设 (M,F )为强拟凸的复 Finsler度量,其上的联络为复 Rund联络D, (M,F)
为 (M,F ) 的复 Finsler 子流形, 则 ∇ 的挠率张量场与内蕴复 Rund 联络 ∇∗ 的挠率张量场
T ∗ 满足
T l;ji = T ∗l;ji + glaiHaj − glajHai , Ṫ lj;i = Ṫ ∗lj;i − glajHai ,
Ṫ l;j̄i = Ṫ ∗l;j̄i , Ṫ lj̄;i = Ṫ ∗lj̄;i .
证明 由 (3.8)–(3.9)、定理 3.1 和性质 3.2, 容易验证以上公式成立.
定理 3.6 设 (M,F )为强拟凸的复 Finsler流形,其上的联络为复 Rund联络D, (M,F)
为 (M,F ) 的复 Finsler 子流形, 则 ∇ 的挠率张量场 T 与 D 的挠率张量场 T̃ 满足
T l;jk = BlγBαkBβj T γ;βα, Ṫ lj;k = −HakA laj ,








Ṫ lj̄;k = HakA laj̄ − BlγBαkBβ̄j̄ Ṫ γβ̄;α.
证明 将标架场 {δi, ∂̇i} 用标架场 {δα, ∂̇α} 表示出来并利用性质 2.1, 得



















)∂̇γ − (BαkBβ̄j̄ Ṫ γ;ᾱβ +BαaBβ̄j̄ Hak Ṫ γᾱ;β)∂̇γ̄ ,







∂̇γ , T̃ (δk, ∂̇j) = 0.
(3.11)
另一方面,
T̃ (δk, δj) = Dδk ṽ(δj) −Dδj ṽ(δk) − ṽ[δk, δj ] + Q̃{DδkQ̃h̃(δj) −Dδj Q̃h̃(δk) − h̃[δk, δj ]}.
但
ṽ(δk) = HakBa, Q̃h̃(δk) = Qh(δk) = ∂̇k, [δk, δj] = 0,
于是
T̃ (δk, δj) = Dδk(H
a
j Ba) −Dδj (HakBa) + Q̃(Dδk ∂̇j −Dδj ∂̇k).
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由 Weingarten 公式 (3.10), 得
Dδk(H
a

















为混合张量场 Haj 关于联络 ∇ 和 ∇⊥ 的水平共变微分.
由 Gauss 公式 (3.3), 得
Q̃(Dδk ∂̇j −Dδj ∂̇k) = Q̃[∇δk ∂̇j + Baj;kBa −∇δj ∂̇k − Bak;jBa]
= [T i;jkBγi + (Baj;k − Bak;j)Bγa ]δγ .
于是
T̃ (δk, δj) =[(Hajk −Hakj +Hai T i;jk)Bγa + (HakA ia;j −Haj A ia;k)Bγi ]∂̇γ
+ [T i;jkBγi + (Baj;k − Bak;j)Bγa ]δγ . (3.12)
类似计算可得
T̃ (δk, δj) = −{Hakj̄Bγa − (Hak A ia;j̄ − Ṫ i;j̄k)Bγi }∂̇γ
+ {Ha
jk̄




T̃ (δk, ∂̇j̄) = −{Hakj̄Bγa − (HakA iaj̄ + Ṫ ij̄;k)Bγi }∂̇γ , (3.14)

















































= −Hakj̄Bγa + (HakA iaj̄ + Ṫ ij̄;k)Bγi ,
(Ṫ ij;k +HakA iaj)Bγi = −(Baj;k −Hakj)Bγa .
将以上各式与 Blγ ,Bbγ 分别缩并且利用 (2.6) 式即可.
下面我们研究诱导复线性联络 ∇ 的曲率 R 与内蕴复 Rund 联络 ∇∗ 的曲率 R∗ 之间的
关系. 首先由形变张量场 S, 可定义它沿 X 方向的共变导数 ∇XS, 即
(∇XS)(Y, Z) := ∇X(S(Y, Z)) − S(∇XY, Z) − S(Y,∇XZ)
其中 X,Y ∈ X (TCM̃), Z ∈ X (V(M̃)).
经简单计算可得
性质 3.7 ∇∗ 的曲率形式 R∗ 与 ∇ 的曲率形式 R 满足
R∗(X,Y )Z =R(X,Y )Z + (∇XS)(Y, Z) − (∇Y S)(X,Z)
+ S(X,S(Y, Z)) − S(Y, S(X,Z)) + S(T (X,Y ), Z),
R∗(X,Y )Z =R(X,Y )Z − (DY S)(X,Z) + S(T (X,Y ), Z),
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这里 X,Y ∈ X (T 1,0M̃), Z ∈ X (V(M̃)).
推论 3.8 设 R 和 R∗ 分别为诱导的复线性联络 ∇ 的曲率形式和 ∇∗ 的曲率形式, 则
有
g̃(R∗(χ, χ)χ, χ) = g̃(R(χ, χ)χ, χ).









kj;i − ∂̇j(glakHai ), R∗lk;ij̄ = Rlk;ij̄ − δj̄(glakHai ), R∗lkj̄;i = Rlkj̄;i − ∂̇j̄(glakHai ).
推论 3.10 诱导的复线性联络 ∇ 的曲率形式 R 与复 Rund 联络 ∇∗ 的曲率形式 R∗
相同的充分必要条件是形变张量 S = 0, 即当且仅当
glakH
a
i = 0, ∀k, i, l = 1, . . . ,m.
定义 3.11 设 η = ηi ∂∂wi 为 T
1,0M 的非零向量, χ = ηi δδwi 和 ι = ηi ∂∂ηi 分别是 T 1,0M̃




定义诱导的复线性联络 ∇ 沿方向 η 的全纯曲率 K(η) 为
K(η) = 2F2(η)g(R(χ, χ)ι, ι).
注 3.12 在文献 [2] 中, χ 取代了 K∗(η) 表达式中的 ι, 然而, 就 (M,F ) 上的全纯曲率
而言, 这两种定义在数值上完全相同. 但当考虑复 Finsler 子流形上的全纯曲率时, 采用以上
两种定义得到结果就不一样了, 这是因为




















g̃(∂̇i, ∂̇j) =gij̄ ,
而
g(δi, δj) = g(∂̇i, ∂̇j) = gij̄ .
定理 1.1 的证明 容易验证
∇χχ = ∇χχ = 0.
由 F 的齐次性质, 可得 ηjg ka j = 0, 于是
S(χ, χ) = ηiηjg ka jH
a
i δj = 0.
(∇χS)(χ, χ) = ∇χ(S(χ, χ)) − S(∇χχ, χ) − S(χ,∇χχ) = 0.
又因为
T (χ, χ) = ∇χχ−∇χχ− [χ, χ] = ηiη̄j(Ṫ k;j̄i∂̇k + Ṫ k;̄ij ∂̇k̄),
故有 S(T (χ, χ), χ) = 0. 因此由性质 3.7, 可得




g(R∗(χ, χ)χ, χ) = g(R∗(χ, χ)ι, ι), g(R(χ, χ)χ, χ) = g(R(χ, χ)ι, ι).
定理 1.1 证毕.
4 Gauss, Codazzi 和 Ricci 方程
由于 (M,F )上的复 Rund联络 D 在 (M,F)上诱导的复线性联络 ∇与 (M,F)上的内
蕴复 Rund 联络 ∇∗ 不同, 下面我们导出复 Finsler 子流形 (M,F) 的 Gauss 方程、Codazzi
方程和 Ricci方程. 我们将借助 Bejancu在文献 [13]中处理实 Finsler 子流形的方法,该方法
对复 Finsler 全纯向量丛仍有效.
设 X,Y ∈ X (T 1,0M̃), 定义 (M,F) 的第 2 基本形式 B(·, ·) 关于联络 ∇,∇⊥ 的共变导
数为
(DXB)(Y, Z) := ∇⊥X(B(Y, Z)) −B(∇XY, Z) −B(Y,∇XZ), Z ∈ X (V(M̃));
定义形状算子 A 关于联络 ∇,∇⊥ 的共变导数为
(DXA)(Y,W ) = ∇X(A(Y,W )) −A(∇XY,W ) −A(Y,∇⊥XW ), W ∈ X (V(M̃)⊥);
通过取共轭类似可定义 (DY B)(X,Z), (DXA)(Y ,W ) 和 (DY A)(X,W ).
利用 Gauss 公式和 Weingarten 公式, 经简单计算可得
R̃(X,Y )Z = R(X,Y )Z +AB(X,Z)Y −AB(Y,Z)X
+ (DXB)(Y, Z) − (DY B)(X,Z) +B(T (X,Y ), Z),
R̃(X,Y )Z = R(X,Y )Z +AB(X,Z)Y − (DY B)(X,Z) +B(T (X,Y ), Z),
R̃(X,Y )W = R⊥(X,Y )W − (DXA)(Y,W ) + (DYA)(X,W ) −A(T (X,Y ),W )
− B(X,A(Y,W )) +B(Y,A(X,W )),
R̃(X,Y )W = R⊥(X,Y )W − (DXA)(Y ,W ) + (DY A)(X,W ) −A(T (X,Y ),W )
− B(X,A(Y ,W )) +B(Y ,A(X,W )).
引理 4.1 g̃(AB(χ,ι)χ, ι) = |B(χ, ι)|2, 这里
|B(χ, ι)|2 := g̃(B(χ, ι), B(χ, ι)).
证明 首先注意到 B(χ, ι) ∈ X (V(M̃)⊥), 于是
g̃(B(χ, ι), ι) = 0. (4.1)
由于复 Rund 联络 D 是水平度量相容的, 对上式关于 h̃χ = v̄γδγ̄ 求共变导数, 得
g̃(D
h̃χ
B(χ, ι), ι) + g̃(B(χ, ι), Dh̃χι) = 0.
由于 χ = h̃χ+ ηiHai B
γ
a ∂̇γ , 因此
g̃(DχB(χ, ι), ι) + g̃(B(χ, ι), Dχι) = η̄iH āī B
γ̄
ā [g̃(D∂̇γ̄B(χ, ι), ι) + g̃(B(χ, ι), D∂̇γ ι)].
由 (2.15) 式, 得
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=−[∂̇γ̄(g̃αβ̄)v̄β + g̃αγ̄ ]ηiηjBai;jBαa
=−g̃αγ̄ηiηjBai;jBαa ,
上式最后一个等号我们利用了 F 的齐次性质, 即 ∂̇γ̄(g̃αβ̄)v̄
β = 0. 这样就得
g̃(DχB(χ, ι), ι) + g̃(B(χ, ι), Dχι) = 0.
再由 Gauss 公式和 Weingarten 公式, 上式即为
−g̃(AB(χ,ι)χ, ι) + g̃(B(χ, ι), B(χ, ι)) = 0.
证毕.
定理 1.2 的证明 由定义 3.11,
K(η) = g̃(R̃(χ, χ)ι, ι).
于是
g̃(R̃(χ, χ)ι, ι) = g̃(R(χ, χ)ι, ι) + g̃(AB(χ,ι)χ, ι).
再由引理 4.1, 立得定理 1.2, 证毕.
根据定理 1.2, 若 (M,F) 的第 2 基本形式 B(·, ·) = 0, 则可推出 K(η) = K∗(η), 但反过
来未必成立. 确切地讲, 若 K(η) = K∗(η) ≡ c (常数) 对所有非零向量 η ∈ T 1,0M 成立, 则只
能得到一个比 B(·, ·) = 0 更弱的条件, 即 B(χ, ι) = 0. 这促使我们给出以下定义.
定义 4.2 设 (M,F)是 (M,F )的复 Finsler子流形, 如果 B(χ, ι) = 0,则称 (M,F) 是
全测地的.
记 M(c) 为具常全纯曲率 c 的复 Finsler 空间形式, 则由定义 4.2, 即得定理 1.4.
下面我们要证明复 Finsler 子流形的全纯曲率与原复 Finsler 流形的全纯曲率的另外一
个关系式, 这个关系式是基于 Abate 和 Patrizio在文献 [2] 给出的全纯曲率的定义.
首先我们需要 Gauss 方程、Codazzi 方程和 Ricci 方程的局部形式. 为得到这些基本公
式, 我们记
R(δi, δj)∂̇k = Rlk;ij ∂̇l, R(δi, ∂̇j)∂̇k = R
l
kj;i∂̇l,
R(δi, δj̄)∂̇k = R
l
k,ij̄ ∂̇l, R(δi, ∂̇j̄)∂̇k = R
l
kj̄;i∂̇l,
R⊥(δi, δj)Ba = R⊥ ba;ijBb, R
⊥(δi, ∂̇j)Ba = R⊥ baj;iBb,
R⊥(δi, δj̄)Ba = R
⊥ b
a,ij̄Bb, R
⊥(δi, ∂̇j̄)Ba = R
⊥ b
aj̄;iBb.
定理 4.3 设 (M,F ) 为强拟凸的复 Finsler 流形, 其上的复 Finsler 联络为复 Rund 联
络 D, (M,F) 为 (M,F ) 的复 Finsler 子流形, 则 (M,F) 的 Gauss 方程为
(Bαi H
a























































































































aBbσ = R⊥ baj̄;i − A kaj̄Bbk;i.
证明 为节省空间, 我们只分别证明 Gauss 方程、A-Codazzi 方程、B-Codazzi 方程和
Ricci 方程中的第 3 个等式. 这些式子将用来证明定理 1.5,其他等式类似可证.
注意到
R̃(X,Y )Z = R(X,Y )Z +AB(X,Z)Y − (DY B)(X,Z) +B(T (X,Y ), Z). (4.2)
在 (4.2) 中令 X = δi, Y = δj̄ , Z = ∂̇k, 注意到





















(DδiB)(δj̄ , ∂̇k) − (Dδj̄B)(δi, ∂̇k) = −Bak;i|j̄Ba,





















a;j̄)∂̇l − Bak;i|j̄Ba, (4.3)
将 (2.11) 代入 (4.3) 并分别关于 V(M̃) 和 V(M̃)⊥ 取相应的分量, 则可得 Gauss 方程中的第
3 个等式和 B-Codazzi方程中的第 3 个等式.
此外, 注意到
R̃(X,Y )W =R⊥(X,Y )W − (DXA)(Y ,W ) + (DY A)(X,W ) −A(T (X,Y ),W )
−B(X,A(Y ,W )) +B(Y ,A(X,W )). (4.4)
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在 (4.4) 式中令 X = δi, Y = δj̄ , Z = Ba, 经简单计算得
















B(δj̄ , Aaδi) −B(δi, Aaδj̄) = −A ka;j̄Bbk;iBb,
(Dδj̄A)(Ba, δi) − (DδiA)(Ba, δj̄) = (A la;i|j̄ − A la;j̄|i)∂̇l,
















= (R⊥ ba;ij̄ − A ka;j̄Bbk;i)Bb + (A la;i|j̄ − A la;j̄|i − Ṫ k;j̄iA lak + Ṫ k;̄ijA lak̄)∂̇l. (4.5)
将 (2.11) 代入 (4.5) 并分别关于 V(M̃) 和 V(M̃)⊥ 取相应的分量, 则可得 A-Codazzi 方程中
的第 3 个等式与 Ricci 方程中的第 3 个等式.
利用 (M,F) 的 Gauss、Codazzi和 Ricci 方程, 可得 (M,F) 的全纯曲率 g(R(χ, χ)χ, χ)
与 (M,F )的全纯曲率 g̃(R̃(χ, χ)χ, χ)之间的一个关系式, 该关系式中涉及的全纯曲率的定义
是基于 Abate 和 Patrizio 在文献 [2] 意义下的.
定理 1.5 的证明 注意到






h̃χ = ηiBαi δα = v
αδα, ṽχ = ηiHai B
α
a ∂̇α = η
iHai Ba.
于是
R(χ, χ)χ = Q(R(χ, χ)Qhχ) = Q(R(χ, χ)ι) = ηiη̄jηkRlk;ij̄δl.
从而
g(R(χ, χ)χ, χ) = ηiη̄jηkη̄sgls̄Rlk;ij̄ = g(R(χ, χ)ι, ι).
另一方面,

































































现将 (2.1) 和 (2.4) 与 Biσ 分别进行缩并, 并利用 (2.5)–(2.6)式, 则可得
g̃σμ̄B
μ̄
c̄ = Bcσ, g̃σμ̄Bμ̄l̄ = gsl̄Bsσ. (4.7)
将 (4.7) 代入 (4.6), 得







aBcσ(Bαi Bβ̄j̄ R̃σγ;αβ̄ +Bαi H b̄j̄Bβ̄b̄ R̃σγβ̄;α)
+gsl̄η
iη̄jηkη̄lBγkBsσ(Bαi Bβ̄j̄ R̃σγ;αβ̄ +Bαi H b̄j̄Bβ̄b̄ R̃σγβ̄;α).
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利用 Gauss 方程中的第 3 个等式和 Ricci 方程中的第 3 个等式, 得















g̃(R̃(χ, χ)χ, χ) = g̃(R⊥(χ, χ)ηkHakBa, η
lHbl Bb) − g̃(B(χ,A(χ, ηkHakBa)), ηlHbl Bb)
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